
电压控制型BUCK变换器DCM的精确离散模型
及分叉稳定性分析

曲　颖 ,张　波
(广州华南理工大学电力学院雅达电源实验室 ,广东广州 510640)

　　摘　要 :　本文建立了不连续运行模式下电压反馈型 BUCK变换器精确的离散数学模型 ,在此基础上分析了

BUCK变换器的分叉稳定性问题 ,得到了变换器参数之间相互关系的解析表示式 ,改进了已有近似模型的结论 ,界定

了变换器主要参数的稳定运行范围 ,并展现了 BUCK变换器从稳定到倍周期分叉甚或混沌的过程.本文的研究方法具

有一般性 ,为 DC/ DC功率变换器非线性现象的分析建立数学模型基础.
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The Precise Mathematical Discrete Model of BUCK Converter

in DCM and Its Analysis for Bifurcation Stability
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Abstract :　Propose a precise discrete model of simple BUCK converter ,which is operated in discontinuous mode (DCM) . Based

on the model ,bifurcation phenomena in the converter are analyzed. Compared with the approximate model ,the new model has more ad2
vantages in showing and explaining the strange non2linear phenomena. So the study in the paper is necessary ,and it is not limited in

the circuits of BUCK Converter but in all the DC/ DC power converters.
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1　引言
　　随着科学技术的进步 ,尤其是电子计算机的发展 ,复杂的

非线性系统理论和实际现象研究获得了长足的发展.过去 ,人

们在众多非线性系统中都发现了许多奇怪的现象 ,如在 DC/

DC功率变换器中的不规则现象———刺耳的电磁噪音、控制系

统的间歇不稳定和临界运行的突然崩溃等等.由于认识上的

局限性 ,相当一段时间内 ,人们都把这些现象当作随机干扰和

系统故障.随着非线性系统理论的发展 ,人们对 DC/ DC功率

变换器研究的逐渐深入 ,认识到它们与 DC/ DC功率变换器的

非线性特性密切相关.就目前的研究成果表明 ,这种开关非线

性系统 ,系统参数、运行参数的变化可能导致系统出现不稳定

运行 ,这些不稳定运行将导致 DC/ DC功率变换器出现倍周期

分叉和混沌现象 ,从而表现为不规则的现象.

目前 ,DC/ DC功率变换器非线性稳定性分析、次谐波现

象分析、分叉稳定性分析、混沌现象分析已成为一个新的前沿

课题[1 ] .对 BUCK、BOOST、BUCK2BOOST、CUK变换器 ,已就连

续、不连续模式运行、电压反馈或电流反馈的控制方式运行都

进行了一定的探索 ,在非线性模型建立、现象分析方面作了相

当的工作.而 DC/ DC功率变换器中混沌等非线性现象的分析

方法主要分为两类 :一是纯数值仿真方法 ;二是近似模型分析

方法.前者明显的缺点是无法得到解析结果 ,无法了解变换器

内部参数间的相互关系 ,限制了进一步深入的研究.后者可以

得到近似的解析结果和变换器内部参数间的大致相互关系 ,

但一些有用的信息可能因为近似而被丢失 ,特别是对于非线

性系统 ,参数的微小差异可能导致截然不同的分析结果 ,使得

出结论的真实性受到质疑.因而建立精确的数学模型对于描

述系统的真实非线性特性是非常必要的.

本文基于此目标 ,首次建立不连续运行模式下 BUCK变

换器精确的离散数学模型 ,并在此基础上分析了 BUCK变换

器分叉稳定性问题 ,改进了近似的模型 ,为 DC/ DC功率变换

器非线性现象分析打下数学基础.

2　不连续运行模式下 BUCK变换器的精确离散模

型

　　电压反馈型 BUCK变换器典型电路如图 1所示 ,图中考

虑了输出滤波电容的寄生电阻.
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图 1　电压反馈型 BUCK变换器典

型电路

　　设状态变量向量为 x

= [ vC iL ] T ,变换器工作在

不连续运行模式时 ,电路

有三个不同的线性工作模

态 :模态 1———开关 S 导

通 ,二极管 VD 关断 ;模态

2———开关 S 关断 ,二极管

VD 导通 ;模态 3———二极

管 VD和开关 S 都不导通.

根据三个模态列状态

方程如下 :

　　　

Ûx = A1 x + B1 E ,

Ûx = A2 x + B2 E ,

Ûx = A3 x + B3 E ,

　　

tn≤x < t′n

t′n≤x < t″n

t″n≤x < tn + 1

(1)

其中 , tn～ tn + 1为一个工作周期 T; tn～ t′n 对应于模态 1工作

时间 ; t′n～ t″n 对应于模态 2工作时间 ; t″n～ tn + 1对应于模态 3

工作时间 .式 (1)的系数矩阵分别为 :
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1
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　　　A3 =
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0 0
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0

0
;

令 tc = t′n - tn , td = t″n - t′n , te = tn + 1 - t″n ,显然 ,它们之间有以

下关系 ,

tc = dnT

td =
E - Vc ( tn)

Vc ( tn) tc

tc + td + te = T

(2)

其中 dn是第 n周期的占空比 , td与 tc 之间的关系则由电感 L

上电流波形得出.

由图 1可知 ,由电压反馈Δdn = - kΔVc ( tn)得到占空比

为

dn = D - k×[ Vc ( tn) - X ] (3)

h ( dn) =

0 ,

1 ,

dn ,
　　

dn < 0

dn > 1

otherwise

(4)

在一个周期内 ,由式 (1)可以求得离散迭代模型方程式如

下 :
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其中 eA
i
t ( i = 1 ,2 ,3)是矩阵指数的 e幂函数 ,可用级数表示 :

eA
k
ξ= 1 + ∑

∞

n =1

1
n !

An
kξ

n　　　　k = 1 ,2 ,3 (6)

文[2 ]用式 (6)的前三项来做近似 eA
i
t (1 ,2 ,3) ,得到一个近似

离散迭代模型方程 ,它在一定程度上简化了对 BUCK变换器

稳定性的分析 ,但从其理论仿真与实验结果对比看 ,两者存在

明显的误差 ,为此有必要求取其精确的离散迭代模型方程.

首先需要对求解精确的解析表达式 eA
i
t ( i = 1 ,2 ,3) .分别

利用凯莱 - 哈米尔顿定理和拉普拉斯法 [3 ]对其求解 ,得
　　eA

1
t = eA

2
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其中 , m = 1/ C( R + rC) ; I为二阶单位矩阵 ;

　　　　　a0 ( t) =
e - amt

β [αsin (βmt) +βcos(βmt) ] ;

a1 ( t) =
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β sin (βmt) ;
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接着 ,需要对式 (5)的积分项进行处理.引入矩阵指数函

数的重要性质[4 ] ,

(1) 　　 d
dt

eAt = AeAt = eAtA

(2) 　　eAeB = eAeB = eA + B 　when , 　　AB = BA

式 (5)可变形为 ,
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将式 (7)和式 (8)代入式 (9) ,就可求得不连续 BUCK变换

器精确的离散迭代模型方程如下 :

x ( tn + 1) = e - mt
c{ + [ a0 ( td) - ma1 ( td) ][ a0 ( tc) - ma1 ( tc) ]

-
R2 m2 c

L
a1 ( td) a1 ( tc) } x ( tn) + Ee - mt

e{ [ a0 ( td)

- ma1 ( td) ][1 - a0 ( tc) ] + Rma1 ( td) [
1
L

a1 ( tc)

-
1
R

a0 ( tc) +
1
R

]} (10)

在此注意 ,由于电路工作在不连续模态 , iL ( tn) = 0 ,所以

迭代式事实上是一阶的 ,只有滤波电容电压 vc ( tn)起作用.文

中为方便起见不再另外用 vc ( tn) ,而仍是用 x ( tn)来表示.

显然 ,从式 (10)可以看出 ,BUCK变换器精确的离散迭代

模型方程是一个非线性方程.与之相对照 ,文[2 ]用式 (6)中的

泰勒展开式的前三项来做近似 ,求得近似的离散迭代模型方

程为

xn + 1 =αxn +
βd2

n E( E - xn)

xn
(11)

其中 , xn = vc ( tn) = vc ( nT) ;

α= 1 -
T

C( R + rc)
+

T2

2 C2 ( R + rc)
2和β=

RT2

2LC( R + rc)
.

可以看到 (11)式的表达式较简单 ,但其代价是丢失掉了

许多有用的信息 ,并且仿真结果与实际的误差较大.

3　不连续运行模式下 BUCK变换器的稳定性判据

　　稳定性是一个系统的重要性能指标 ,一个系统应该在任
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何小扰动叠加到稳定点时 ,都能快速削减扰动 ,最终使之减少

到零.非线性系统稳定性判别条件如下 :

9x ( tn + 1)

9x ( tn)
=

9f ( x)
9x x = X

≤1 (12)

定义式 (10)如下 :

xm + 1 = L1×xm + L2 (13)

其中 L1、L2见附录.

对式 (13)求导可得 :

dxm + 1

dxm
= L1 ( xm) + L′1 ( xm) xm + L′2 ( xm) (14)

其中 L′1、L′2见附录.

将系统参数代入上述各式即可分析不同参数 ,如电压反

馈参数 k、占空比 d、输入电压 E对系统稳定运行特性的影

响.

4　电压反馈系数 K变化下的仿真结果与比较

　　为了便于比较 ,本文的仿真电路采用文献[2 ]的实验电路

参数 ,总结见表 1.

此外 , T/ C( R + rc) = 0112.

将实验参数代入式 (14)得 ,

dx ( tn + 1)

dx ( tn)
= - 1110776 k + 014789 (15)

令上式等于 - 1求得系统稳定临界

点 kc = 011335.所以 ,当 k < kc 时系

统稳定 ,当 k > kc 时系统开始进入

分叉.根据式 (10)仿真得到分叉图

如图 2 ( a)所示.研究结果表明 ,当

反馈系数 k 并非愈大愈好 ,对于一

定的电路参数下 ,当 k 大于一定临

界值时 , BUCK变换器将出现不稳

定的混沌现象 ,影响系统的运行性

能.

表 1

电路参数 数值

开关周期 T 333133μSec

输入电压 E 33V

输出电压 X 25V

功率 50W

电感 L 208μH

电容 C 222μF

负荷电阻 R 1215Ω

图 2　两种离散模型的仿真结果比较. ( a)应用精确模型得到

的分叉图 ; ( b)应用简化迭代式得出的分叉图

图 3　实验结果比较. ( a)纯数值仿真实验分叉图 ; ( b) 实验电路图

　　按式 (11)仿真结果见图 2.根据文献 [2 ]的推倒和图 2得

出的系统稳定临界值为 kc = 01119.

图 4　不连续BUCK系统时域图和相位图

( a) 、( c) 、( e) 、( g)为 k在 0. 1、0. 14、0. 186、0. 22时的系统

时域波形图 ; ( b) 、( d) 、( f ) 、( h)为相应 k值时的相轨迹图

图 2中 ( a)与 ( b)两个分叉图比较 ,可以看到二者共同表

述了 :当 k值较小时系统保持稳定 ;当 k 值超过临界值时系

统开始进入分叉 ; k值继续增加 ,系统通过倍周期路线最终进

入混沌.另外 ,两图都展现了系统的混沌区域中存在一个有趣

的“三周期窗”[2 ] .二者不同的是分叉点的位置和混沌参数范

围有所不同 ,尤其是系统的稳定临界点不同.图 2 ( a)的分叉

临界点在 k = 011335处 ,而图 2 ( b)用近似的离散模型所得到

的结果分叉点在 k = 01119.

为了验证仿真结果的正确性 ,对电路进行了数值仿真和

实验.图 3 ( a)给出了用纯数值仿真得出的系统分叉图 ,图 3

( b)给出了实验电路图.将图 2与图 3比较发现 ,本文提出的

离散模型所求得的分叉图与数值仿真的结果吻合得非常好 ,

而近似模型得到的仿真结果相差甚远 ,尤其是稳定临界点的

位置.由此足以证明了本模型的正确性和精确性.
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为了更加形象的观测系统中的非线性分叉和混沌现象 ,

我们运用了与前面相同的离散精确建模的方法对电路仿真 ,

得到了时域波形图和相位图 ,如图 4 ( a)～ ( h) .

我们分别仿真了 k = 011、0114、01186、0122时的系统稳态

时域波形 ,同时也得出了相应 k 值下的相轨迹图形.显然系

统分别展现出基周期、倍周期、42周期、和混沌的现象.这与文

献[2 ]中的结果是近乎相同的 ,这也说明了本文提出的精确离

散模型的正确性.

5　结论

　　本文首次建立不连续运行模式下电压反馈型 BUCK变换

器精确的离散数学模型 ,通过一系列数学推导不做任何近似

而得出了精确的迭代式.并且通过仿真计算得到更贴近实际

的结果 ,得到系统进入分叉的精确点 ,展现了此模型的正确

性.从而为研究 BUCK变换器从倍周期分叉到混沌运动的过

程提供了一种更有利的方法.本模型所用方法具有一般性 ,可

以推广到其他 DC/ DC功率变换器的建模当中.

附录

　L1 = e - mΔt
3{ [ a0 (Δt2) - ma1 (Δt2) ][ a0 (Δt1) - ma1 (Δt1) ]

-
R2 m2 C

L
a1 (Δt2) a1 (Δt1) } 　　;

　L2 = Ee - mΔt
3{ [ a0 (Δt2) - ma1 (Δt2) ][1 - a0 (Δt1) ]

+ Rma1 (Δt2) [
1
L

a1 (Δt1) -
1
R

a0 (Δt1) +
1
R

]} 　　;

　L′1 = - mL1Δt′3 + e - mΔt3 [ (Ψ(Δt2) - mΦ(Δt2) ) ( a0 (Δt1) -

ma1 (Δt1 ) ) + ( a0 (Δt2 ) - ma1 (Δt2 ) ) (Ψ (Δt1 ) - mΦ

(Δt1) ) -
R2 m2 C

L
(Φ(Δt2) a1 (Δt1) + a1 (Δt2)Φ(Δt2) ) ]

　;

　L′2 = - mL2Δt′3 + Ee - mΔt
3 { (Ψ (Δt2 ) - mΦ (Δt2 ) ) (1 - a0

(Δt1) ) + ( a0 (Δt2 ) - ma1 (Δt2 ) ) ( - Ψ (Δt1 ) ) + mΦ

(Δt2) - ( R
L

a1 (Δt1) - a0 (Δt1 ) + 1) + ma1 (Δt2) ( R
L
Φ

(Δt1) - Ψ(Δt1) ) ]　　　　　　　　;

其中 ,Ψ(Δti) =
d ( a0 (Δti) )

dΔti
、Δt′i

=
- M (α2 +β2)

β e - αmΔt
iSin (βmΔti)Δti 　　;

Φ(Δti) =
d ( a1 (Δti) )

dΔti
×Δt′i

1
βe - αmΔt

i ( -αSin (βmΔti) +βCos(βmΔti) )Δt′i 　;

Δt′1 = - kT;Δt′2 =
- T
xm

k ( E - xm) +
dm E

xm
;

Δt′3 =
ET
xm

k +
dm

xm
; dm = D - k ( xm - Vc) .
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